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Absztrakt
E tanulmány célja, humán ízületek véges szögelfordulás tengelye helyzetének és orientációjá-
nak meghatározására alkalmas közelítő módszer bemutatása. Humán ízületekben a transzláci-
ós mozgáskomponensek kevésbé dominánsak a rotációs mozgáskomponensekhez viszonyítva. 
Ezért, ha a szögelfordulás tengelyének helyzete és orientációja a meghatározandó, a transzlációs 
mozgáskomponensek biztonsággal elhanyagolhatóak. Az adatok gyűjtéséhez a  Polaris optikai 
helyzet-meghatározó rendszert alkalmaztuk. A helyzet érzékelőket mereven rögzítettük minden 
egyes  cadaver testrészhez annak érdekében, hogy a testrészek közötti szögelfordulás tengelye 
helyzetét és irányítottságát minél pontosabban meghatározzuk. A szenzor által rögzített adatok: 
a szenzorhoz kötött koordinátarendszer origójának három helyzetkoordinátája az abszolút ko-
ordináta-rendszerben, valamint a koordinátarendszerek közötti három Euler-szög. Példaként a 
módszer bemutatásra kerül egy emberi térdízületen.

Kulcsszavak: véges szögelfordulás tengelye, Euler-paraméterek, optikai helyzet-meghatározás

Approximate method for determining axis of finite rotation between two body segments

Abstract
The aim of this paper is to present an approximate method for determining the position and 
orientation of the axis of finite rotation with  regard to human joints. In human  joints the trans-
lational motion components are less dominant compared to rotational motion components. For 
this reason, if the position and orientation of the axis of rotation have  to be determined, the 
translational motion components can be safely neglected. For data acquisition, Polaris optical 
tracking system was used. Sensors were secured rigidly to each body parts of the cadaver speci-
men in order  to determine accurately the position and orientation of the axis of rotation between 
body segments. The data was recorded by each sensor: three position components of the origin of 
reference frame, secured to the sensor in the absolute coordinate system, and three Euler-angles 
between the reference frame  and the absolute coordinate system. As an example, the method is 
presented on a human knee joint.

Keywords: axis of finite rotation, Euler-parameters, optical positioning, rotation
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1. Bevezetés

A biomechanikában kinematikai paraméter-
ként a rotáció, vagy ad/abdukció széles körben 
használt a relatív  mozgás meghatározására/
mérésére. A mai viszonyok között széles kör-
ben alkalmazott módszer a markerek, szegek, 
csavarok rögzítése a csontba,1-3 amelynél a 
mozgást a markerek által meghatározott koor-
dináta rendszer egymást követő helyzetei kö-
zötti változással követjük le. 

Hasonló módszerek például a Plücker- vona-
lak,4 a duális vektor módszer,5 vagy a pillanat-
nyi csavartengely (IHA) megközelítés,6 amelyet 
szintén ajánl a Nemzetközi Biomechanikai 
Társaság. E kidolgozott módszerek természe-
tesen rendelkeznek hátrányokkal és előnyök-
kel. A Plücker-vonalak módszere érzékeny az 
adatzajokra és problémát okoz, ha a szögelfor-
dulás nagysága kicsi vagy nulla. Az IHA meg-
közelítés leginkább nyak,6 gerinc,7 vagy váll8 
vizsgálatánál alkalmazott, továbbá meg kell 
említeni, hogy számos tanulmányban, ahol 
ízületek mozgásvizsgálatát tárgyalják, feltéte-
lezik, hogy a vizsgált mozgás síkbeli. Közös 
hátránya az IHA és a Plücker-vonal módszer-
nek, hogy meglehetősen érzékenyek alacsony 
szögsebességekre.9

 
A címben felvetett pillanatnyi forgástenge-
lyek meghatározása a protézis beültetések 
szempontjából is lényeges. Andrónyi et al.10 
arra hívja fel a figyelmet, hogy a térdízületi 
endoprotézisek sikeres beültetésének egyik 
legfontosabb feltétele a femorális kompo-
nens megfelelő helyzetbe történő beállítása, 
ami a forgástengelyek ismeretében lehetséges. 
Amennyiben az nem sikerül, annak számos 
nemkívánatos következménye lehet. Mű-
téti szempontból a térd flexiós tengelyének 
meghatározására a transcylindrikus tengelyt 
(TCA) tartja a legalkalmasabbnak, annak 
alapján, hogy a szakirodalomban található kü-

lönféle módon meghatározott flexiós tengelyek 
milyen mértékű kinematikai eltéréseket ered-
ményeznek. 

Az ebben a tanulmányban javasolt új módszer 
kihasználja az Euler-paraméterek előnyös tu-
lajdonságait és ráadásul ez a megközelítés nem 
korlátozódik sík mozgásokra, ugyanakkor tö-
kéletesen stabil marad kis szögsebességek ese-
tén is. A módszer alkalmazása a következő 
mért adatokat igényli: a szenzorhoz rögzített 
koordináta-rendszer és az abszolút koordiná-
ta-rendszer közötti Euler-szögek és helyzet 
koordináták az abszolút koordinátarendszer-
ben. A helyzetadatokat például a Polaris opti-
kai helyzet-meghatározó rendszer rögzíti.11 A 
koordináta-rendszer helyzetét a Polaris beren-
dezés írja le, Euler-szögekkel és helyzet vekto-
rokkal.

A tanulmány egy közelítő módszert ismertet 
emberi mozgások során megjelenő véges szög-
elfordulás tengelyek szöghelyzetének és irányí-
tottságának meghatározásához. Ez a módszer 
alkalmas minden relatív mozgás kinematikai 
vizsgálatára és független a vizsgált mozgás 
szögsebességétől. A módszer alkalmazását el-
sősorban a térdnél mutatjuk be. 

2. Módszer 
2.1 Mérés és adatgyűjtés 

A számításhoz szükséges input adatok gyűj-
téséhez speciális mérőberendezést állítottunk 
össze, amelyben a cadaver térdízület rögzíthe-
tő.12 E berendezés speciális jellemzője, hogy 
megvalósítja a cadaver térdízület (vagy proté-
zis) természetes, kényszer nélküli hajlítását és 
feszítését. A tibia femurhoz viszonyított moz-
gását csupán az ízületi felszínek határozzák 
meg. A vizsgált minta cadaver emberi térd volt, 
amelynél egy-egy szenzort rögzítettünk mere-
ven, rendre a femurhoz és a tíbiához.
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2.2 Euler-paraméterek

Az Euler-paraméterek általános koordináta-
ként történő alkalmazása viszonylag ritka a 
kvaternió-elmélet miatt, jóllehet ez elterjedten 
alkalmazott a térbeli szögelfordulások elméle-
tében.13,14 Az Euler-paraméterek egyszerű fizi-
kai értelmezése az 1. ábrán látható. 

Az Euler-paraméterek képesek a mozgó merev 
testhez kötött xyz koordinátarendszer helyze-
tének és irányítottságának meghatározására a 
nyugalomban lévőnek tekintett XYZ koordi-
nátarendszerben. Ha a két koordinátarendszer 
origói egybeesnek, akkor – az Euler-elmélet 
szerint – a helyzetváltozás egyszerű szögelfor-
dulás a forgástengely körül.

Az 1. ábrán a szögelfordulás tengelyének irá-
nyát az u egység vektor jelöli, a szögelfordulás 
jele Δφ. Definiáljuk a q vektort a következő 
módon:

(1)

A q vektor komponensei q1, q2, q3. Bevezetve a

(2)

mennyiséget, az Euler-paraméterek kvaterniót 
képeznek, az alábbinak megfelelően:

(3)

A kvaternió négy valós elemet tartalmaz, ahol 
az első elem (q0) skalár érték, míg a további 
elemek (q1, q2, q3) egy térbeli vektor kompo-
nensei. A p kvaternió elemei az Euler-paramé-
terek, amelyekre nézve:

(4)

2.3. Egy merev test általános koordinátái

Bármilyen adott koordinátarendszerben hat 
általános koordináta szükséges egy merev test 
helyzetének meghatározásához. A mozgás-
ban lévő testhez rögzített koordinátarendszer 
origója adja meg a test helyzetét (2. ábra). Az 
origó helyzetét három transzlációs koordináta 
írja le.

Az xyz koordinátarendszer XYZ koordináta-
rendszer tengelyeihez viszonyított szöghelyze-
te három további szögkoordinátával írható le. A 
továbbiakban a helyzet- és a szögkoordinátákat 
együtt általános koordinátáknak nevezzük. Ha 

2. ábra. A P pont helyzetének meghatározása a 
merev test felszínén 

1. ábra. A tengely körüli szögelfordulás, mint 
transzformáció

2
sin 

 uq
   (1) 

A q vektor komponensei q1, q2, q3. Bevezetve a  

2
cos 

oq
   (2) 

mennyiséget, az Euler-paraméterek kvaterniót képeznek, az alábbinak megfelelően: 

 321 ,,, qqqqop .  (3) 

A kvaternió négy valós elemet tartalmaz, ahol az első elem (q0) skalár érték, míg a további 
elemek (q1, q2, q3) egy térbeli vektor komponensei. A p kvaternió elemei az Euler-
paraméterek, amelyekre nézve: 
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rendszerben (2. ábra) az alábbi módon írhatók le: 

As'rsrrP    (5) 

ahol 

 TPPPP ZYX ,,r ,   (6) 

továbbá s és s’ ugyanaz a vektor, rendre az abszolút és a mozgó koordinátarendszerben (2. 
ábra). A mozgó és az álló koordinátarendszer közötti (7) rotációs transzformáció 
megvalósítható az A-val jelölt transzformációs mátrixszal: 

'Ass  ,  (7) 

ahol s´ ugyanaz a helyvektor a mozgó koordinátarendszerben, valamint A az Euler-
paraméterekkel kifejezett (8) transzformációs mátrix13: 
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a merev test általános koordinátái a mozgás so-
rán ismertek, akkor a test felszínén lévő P pont 
koordinátái az XYZ rendszerben (2. ábra) az 
alábbi módon írhatók le:

(5)

ahol

(6)

továbbá s és s’ ugyanaz a vektor, rendre az 
abszolút és a mozgó koordinátarendszerben  
(2. ábra). A mozgó és az álló koordinátarend-
szer közötti (7) rotációs transzformáció meg-
valósítható az A-val jelölt transzformációs 
mátrixszal:

(7)

ahol s’ ugyanaz a helyvektor a mozgó koor-
dinátarendszerben, valamint A az Euler-pa-
raméterekkel kifejezett (8) transzformációs 
mátrix.13

2.4. Az optikai helyzet-meghatározó rendszer 
és az általános koordináták

A mérésekhez a Polaris optikai helyzet-megha-
tározó rendszert használtuk. A rendszer a kö-
vetkező kinematikai változókat rögzítette: XO, 
YO, ZO, Ψ, Θ, Φ (3. ábra). Az XO, YO, ZO a mozgó 
testhez kötött koordinátarendszer origójának 
helyzet koordinátái az abszolút koordináta-
rendszerben. 

Az   Euler-szögek egymást követő szögelfor-
dulásokként, Ψ, Θ, Φ (Azimuth, Elevation 
and Roll) határozzák meg a mozgó test szög-
helyzetét az abszolút, XYZ koordinátarend-
szerben. Az Azimuth (Ψ) szög az X és az Y 
koordináták elfordulása a Z tengely körül, az 
Elevation (Θ) szög a Z és az elfordított X koor-
dináták rotációja az elfordított Y tengely körül, 
végül a Roll (Φ) az elfordított Y és Z koordi-
náták szögelfordulása az elfordított X tengely 
körül (3. ábra).11

A mozgó, testhez rögzített (xyz) koordináta-
rendszer rotációja és transzlációja az abszo-
lút (XYZ) koordinátarendszerben egyszerű 
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 321 ,,, qqqqop .  (3) 

A kvaternió négy valós elemet tartalmaz, ahol az első elem (q0) skalár érték, míg a további 
elemek (q1, q2, q3) egy térbeli vektor komponensei. A p kvaternió elemei az Euler-
paraméterek, amelyekre nézve: 

12
3

2
2

2
1

2
0  qqqq   (4) 

rendszerben (2. ábra) az alábbi módon írhatók le: 

As'rsrrP    (5) 

ahol 

 TPPPP ZYX ,,r ,   (6) 

továbbá s és s’ ugyanaz a vektor, rendre az abszolút és a mozgó koordinátarendszerben (2. 
ábra). A mozgó és az álló koordinátarendszer közötti (7) rotációs transzformáció 
megvalósítható az A-val jelölt transzformációs mátrixszal: 

'Ass  ,  (7) 

ahol s´ ugyanaz a helyvektor a mozgó koordinátarendszerben, valamint A az Euler-
paraméterekkel kifejezett (8) transzformációs mátrix13: 

 






















2

3
2

2
2

1
2

0132231

132
2

3
2

2
2

1
2

0321

231321
2

3
2

2
2

1
2

0

)(2)(2
)(2)(2
)(2)(2

qqqqqqqqqqqq
qqqqqqqqqqqq
qqqqqqqqqqqq

oo

oo

oo

A   (8) 

 

2.4. Az optikai helyzet-meghatározó rendszer és az általános koordináták 
A mérésekhez a Polaris optikai helyzet-meghatározó rendszert használtuk. A rendszer a következő 
kinematikai változókat rögzítette: XO, YO, ZO, Ψ, Θ, Φ (3. ábra). Az XO, YO, ZO a mozgó testhez 
kötött koordinátarendszer origójának helyzet koordinátái az abszolút koordinátarendszerben.  

Az   Euler-szögek egymást követő szögelfordulásokként, Ψ, Θ, Φ (Azimuth, Elevation and Roll) 
határozzák meg a mozgó test szöghelyzetét az abszolút, XYZ koordinátarendszerben. Az Azimuth 
(Ψ) szög az X és az Y koordináták elfordulása a Z tengely körül, az Elevation (Θ) szög a Z és az 

2
sin 

 uq
   (1) 

A q vektor komponensei q1, q2, q3. Bevezetve a  

2
cos 

oq
   (2) 

mennyiséget, az Euler-paraméterek kvaterniót képeznek, az alábbinak megfelelően: 

 321 ,,, qqqqop .  (3) 

A kvaternió négy valós elemet tartalmaz, ahol az első elem (q0) skalár érték, míg a további 
elemek (q1, q2, q3) egy térbeli vektor komponensei. A p kvaternió elemei az Euler-
paraméterek, amelyekre nézve: 

12
3

2
2

2
1

2
0  qqqq   (4) 

rendszerben (2. ábra) az alábbi módon írhatók le: 

As'rsrrP    (5) 

ahol 

 TPPPP ZYX ,,r ,   (6) 

továbbá s és s’ ugyanaz a vektor, rendre az abszolút és a mozgó koordinátarendszerben (2. 
ábra). A mozgó és az álló koordinátarendszer közötti (7) rotációs transzformáció 
megvalósítható az A-val jelölt transzformációs mátrixszal: 

'Ass  ,  (7) 

ahol s´ ugyanaz a helyvektor a mozgó koordinátarendszerben, valamint A az Euler-
paraméterekkel kifejezett (8) transzformációs mátrix13: 

 






















2

3
2

2
2

1
2

0132231

132
2

3
2

2
2

1
2

0321

231321
2

3
2

2
2

1
2

0

)(2)(2
)(2)(2
)(2)(2

qqqqqqqqqqqq
qqqqqqqqqqqq
qqqqqqqqqqqq

oo

oo

oo

A   (8) 

 

2.4. Az optikai helyzet-meghatározó rendszer és az általános koordináták 
A mérésekhez a Polaris optikai helyzet-meghatározó rendszert használtuk. A rendszer a következő 
kinematikai változókat rögzítette: XO, YO, ZO, Ψ, Θ, Φ (3. ábra). Az XO, YO, ZO a mozgó testhez 
kötött koordinátarendszer origójának helyzet koordinátái az abszolút koordinátarendszerben.  

Az   Euler-szögek egymást követő szögelfordulásokként, Ψ, Θ, Φ (Azimuth, Elevation and Roll) 
határozzák meg a mozgó test szöghelyzetét az abszolút, XYZ koordinátarendszerben. Az Azimuth 
(Ψ) szög az X és az Y koordináták elfordulása a Z tengely körül, az Elevation (Θ) szög a Z és az 

2
sin 

 uq
   (1) 

A q vektor komponensei q1, q2, q3. Bevezetve a  

2
cos 

oq
   (2) 

mennyiséget, az Euler-paraméterek kvaterniót képeznek, az alábbinak megfelelően: 

 321 ,,, qqqqop .  (3) 

A kvaternió négy valós elemet tartalmaz, ahol az első elem (q0) skalár érték, míg a további 
elemek (q1, q2, q3) egy térbeli vektor komponensei. A p kvaternió elemei az Euler-
paraméterek, amelyekre nézve: 

12
3

2
2

2
1

2
0  qqqq   (4) 

rendszerben (2. ábra) az alábbi módon írhatók le: 

As'rsrrP    (5) 

ahol 

 TPPPP ZYX ,,r ,   (6) 

továbbá s és s’ ugyanaz a vektor, rendre az abszolút és a mozgó koordinátarendszerben (2. 
ábra). A mozgó és az álló koordinátarendszer közötti (7) rotációs transzformáció 
megvalósítható az A-val jelölt transzformációs mátrixszal: 

'Ass  ,  (7) 

ahol s´ ugyanaz a helyvektor a mozgó koordinátarendszerben, valamint A az Euler-
paraméterekkel kifejezett (8) transzformációs mátrix13: 

 






















2

3
2

2
2

1
2

0132231

132
2

3
2

2
2

1
2

0321

231321
2

3
2

2
2

1
2

0

)(2)(2
)(2)(2
)(2)(2

qqqqqqqqqqqq
qqqqqqqqqqqq
qqqqqqqqqqqq

oo

oo

oo

A   (8) 

 

2.4. Az optikai helyzet-meghatározó rendszer és az általános koordináták 
A mérésekhez a Polaris optikai helyzet-meghatározó rendszert használtuk. A rendszer a következő 
kinematikai változókat rögzítette: XO, YO, ZO, Ψ, Θ, Φ (3. ábra). Az XO, YO, ZO a mozgó testhez 
kötött koordinátarendszer origójának helyzet koordinátái az abszolút koordinátarendszerben.  

Az   Euler-szögek egymást követő szögelfordulásokként, Ψ, Θ, Φ (Azimuth, Elevation and Roll) 
határozzák meg a mozgó test szöghelyzetét az abszolút, XYZ koordinátarendszerben. Az Azimuth 
(Ψ) szög az X és az Y koordináták elfordulása a Z tengely körül, az Elevation (Θ) szög a Z és az 

3. ábra. A Polaris optikai helyzet-meghatározó 
rendszer által rögzített kinematikai változók (X, Y, 

Z, Ψ, Θ, Φ)

elfordított X koordináták rotációja az elfordított Y tengely körül, végül a Roll (Φ) az elfordított Y és 
Z koordináták szögelfordulása az elfordított X tengely körül (3. ábra)11. 

A mozgó, testhez rögzített (xyz) koordinátarendszer rotációja és transzlációja az abszolút 
(XYZ) koordinátarendszerben egyszerű transzformációként leírható a következő módon: 




























































11
0
0
0

1

1

333231

232221

131211

z
y
x

ZYX
TTT
TTT
TTT

Z
Y
X

OOO

, (9) 

 

ahol a T-1 transzformációs mátrix elemei megadhatók az Euler-szögekkel (10):  

 
 

1

1
0coscossinsincoscossincossincossinsin
0cossinsinsinsincoscoscossinsinsincos
0sinsincoscoscos 
























OOO ZYX

.            (10) 

 

1
1221


  TTT ,   (11) 

A keresett szögelfordulás az Euler-paraméterek egyikével,  

oq1cos2  ,   (12) 

míg a szögelfordulás tengelyével párhuzamos egység vektor komponensei,  




















2
sin 

iqu      3,2,1i  (13) 

4. ábra. A mozgó koordinátarendszer első és második helyzete és orientációja az XoYoZo 
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2.5. A véges rotáció tengelye irányítottságának 
és szöghelyzetének meghatározása 

A 4. ábrán a mozgó xyz koordinátarendszer 
első és második helyzete és szöghelyzete látha-
tó az XoYoZo vonatkoztatási rendszerben. 

A szenzor koordinátarendszere a mozgó 
tibiához rögzített. Meg kell jegyezni, hogy a –
vázolttal ellentétben – a valóságban a mozgó 
koordinátarendszerek egyes helyzetei közötti 
különbség viszonylag kicsi. 

A tibia első és második helyzete közötti kap-
csolat a (9) alapján a 

(11)

mátrixegyenlettel írható le, ahol T2 a második 
helyzet Polaris terében értelmezett transzfor-
mációs mátrixa, valamint T1

-1 az első helyzet 
inverz mátrixa.

A T1-2 mátrix harmadrendű almátrixa és az 
A (8) transzformációs mátrix kinematikai-
lag egyenértékűek a tibia két helyzete közötti 
szögelfordulások szempontjából, aminek kö-

szönhetően az Euler-paraméterek számítható-
ak. Az A mátrix elemei az Euler-paraméterek, 
amelyek meghatározzák a merev test véges 
szögelfordulás tengelye körüli szögelfordulás 
mértékét (részletezve: az Euler-paraméterek 
meghatározzák a rotáció tengelyének egység-
vektorát, valamint előjelhelyesen a szögelfor-
dulás nagyságát).

A keresett szögelfordulás az Euler-paraméte-
rek egyikével

(12)

míg a szögelfordulás tengelyével párhuzamos 
egység vektor komponensei

(13)

Most tehető fel a címben meghatározottak 
szerint megválaszolandó kérdés: mi a mozgó 
koordinátarendszer két helyzete közötti véges 
szögelfordulás tengelyének irányítottsága és 
szöghelyzete? 

elfordított X koordináták rotációja az elfordított Y tengely körül, végül a Roll (Φ) az elfordított Y és 
Z koordináták szögelfordulása az elfordított X tengely körül (3. ábra)11. 

A mozgó, testhez rögzített (xyz) koordinátarendszer rotációja és transzlációja az abszolút 
(XYZ) koordinátarendszerben egyszerű transzformációként leírható a következő módon: 
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Ez két lépésben határozható meg (5. ábra):
 - Ha a mozgó koordinátarendszer (Ot1 és 

Ot2) origói (két egymást követő helyzet-
ben) egybeesnek, akkor – a fentiek alap-
ján – az Euler-paraméterekkel a Δφ szög-
elfordulás tengelyének u egység vektora 
meghatározható.

 -  Az Ot1 és Ot2 origók helyzete közötti 
Δs(1,2) elmozdulás vektor képezi a transz-
lációs mozgás komponenst.

Meg kell jegyezni, hogy emberi ízületekben a 
szögelfordulások sokkal inkább dominánsak, 
mint a transzlációs mozgás komponensek.16 
Ez a tény a következőre használható fel: ha 
a térdízület egyszerű gömbcsuklónak tekint-
hető (rotáció transzláció nélkül), akkor az u 
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2.6. Konklúzió

Ebben a tanulmányban az emberi mozgást 
leíró véges szögelfordulás tengelyek szöghely-
zetének és irányítottságának meghatározására 
alkalmas közelítő módszert mutattunk be. A 
módszer alkalmas ízületek mindenféle relatív 
mozgásának kinematikai vizsgálatára, továbbá 
független a vizsgált mozgás szögsebességétől. 
E módszer használata különösen célszerű 
olyan ízületeknél, amelyeknél az ízületek ál-
tal megvalósított mozgás során a forgástengely 
szöghelyzete változó. Erre jellemző példa az 
emberi térd. 

A véges szögelfordulás tengelyek szöghelyzeté-
nek meghatározása további alkalmazásokhoz 
nyújt eszközt: az emberi térd mellett gerinc 
csigolyák közötti pillanatnyi forgástengely17 
vagy alternatív megoldásként a femur és a tíbia 
felületei közötti csúszva gördülés jelenségének 
vizsgálata.18 Ez a módszer úgy alkalmazható 
emberi ízületek bármilyen mozgásvizsgálatá-
hoz, hogy független a testrészekhez rögzített 
koordinátarendszerek helyzetétől. A szen-
zorok, ezzel együtt a koordinátarendszerek 
tetszőleges helyzetben rögzíthetők a testré-
szekhez, nincs szükség anatómiailag jellemző 
pontok igénybevételére.
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